DEVOIR NUMERO 2 VERSION A

ECG2 MATHS APPLIQUEES

EXERCICE 1

1 2 -2
On désigne par I la matrice identité de M3(R) et on pose A= | -4 -3 4
-2 0 1
1. a. Calculer (A —1I)(A+1)2
b. En déduire que A est inversible et déterminer A1
2. On note Ej(A) ={U e M3,1(R) | AU =U}.
20—-22=0
a. Résoudre le systéme suivant : (S1) { —4x — 4y +42z =0.
—2x =0
b. Déterminer E;(A).
c. En déduire que E;(A) est un sous-espace vectoriel de M3 1(R) et déterminer une base de E;j(A).
3. On note Efl(A) = {U S M371(R) | AU = *U}.
20 +2y — 2z =10
a. Résoudre le systéme : (S_1){ —4z —2y+42=0
—2z +2z=0
b. Déterminer E_;(A).
c. En déduire que E_;(A) est un sous-espace vectoriel de M3z 1(R) et déterminer une base de E_;(A).
01 -1
4. Onnote P=(1 0 2
11 0
-2 -1 2
a. Démontrer que P est inversible et que P~1 = [ 2 1 -1
1 1 -1
On détaillera précisément les étapes de calcul.
1 0 0
b. Montrer que P~' AP =T ou T est la matrice triangulaire supérieure 7= [0 —1 2
0 0 -1
c. Démontrer : ¥n € N, A" = PT" P~L.

5. a. Exhiber une matrice N € M3(R) telle que T s’écrit T'= D + N, ou :

1 0 0
D=0 -1 0
0 0 -1
b. Calculer N2 et en déduire N* pour tout k € N.
c. Soit n € N.

Déterminer T™ en fonction des matrices D et N, & ’aide de la formule du binéme de Newton.
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EXERCICE 2 d’aprées EDHEC 2023 Ezercice 2.

1. Donner un exemple d’une fonction f de R dans R pour laquelle il existe un réel K €]0,1[ tel que,
pour tout couple (z,y) de réels, on ait

f(@) = fW| < K|z —y[ (%)
On considére pour toute la suite une fonction f vérifiant la condition précédente. On dit que f est K-
contractante.
2. Montrer que f est continue sur R.
3. A l'aide de la relation (x), montrer par I'absurde que I'équation f(z) = x admet au plus une solution.

4. On considére une suite (uy)nen définie par la donnée du réel ug et la relation de récurrence uy,+1 =
f(uy,) valable pour tout entier n € N.

a. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a
|un+1 — un\ < K" ‘U1 — UQ| .
b. Etablir la convergence de la série de terme général w, 11 —u,, puis en déduire que la suite (u,)nen
est convergente. On note a sa limite.
c. Conclure que I'équation f(x) = z admet une unique solution.
5. On désigne par n et p des entiers naturels (avec p > 1).

a. Justifier que 'on a

n+p—1 n+p—1

Z |u2-+1 —u," < Z K’ ”U,l — Uug| .

=n =n
b. En déduire l'inégalité

1—KP

[Untp — Up| < K" T &K lup — ol .

c. Etablir enfin Iinégalité suivante
Kn
la — uy,| < T &K lur — ol -

6. Etude d’un exemple On considére la fonction f définie pour tout t € R, par

1
t) = ——.
a. Justifier que f est de classe C? sur R puis calculer f/(t) et f”(t) pour tout réel t.
b. Donner les variations de f’ sur R et établir enfin que pour tout ¢ € R,
1
HOIES
c. En déduire que f est %—contraetante.

d. On se propose d’utiliser 'inégalité de la question 5¢ pour fabriquer a ’aide de Python une valeur
approchée de a. Dans cette question on suppose que ug = 0.

(i) Compléter le programme suivant pour qu’il calcule le n-iéme terme de la suite (uy)nen (00
n est un parameétre fixé par 'utilisateur).
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import math

£(¢)
curn 1/ (math.exp(t) +1)

(ii) On ajoute au programme précédent le code qui suit. Compléter ce code pour qu'il retourne
une valeur approchée de a a epsilon prés (ou epsilon est un paramétre a choisir par 1'utilisa-
teur).

valeurapproche (n) :

u0 = suite (0)
suite (1)




DEVOIR NUMERO 2 VERSION A 4

EXERCICE 3
Partie I : étude préliminaire.

On admet que pour tout entier k € N et pour tout z € [0, 1], la série ), -, (Z):c” est convergente et on
note si(z) sa somme

so(z) = ! et si(x) = ﬁ

Quelle formule affirme que pour tout couple d’entiers (n, k) tels que n > k, on a

Bonus : Démontrer cette formule.

. Pour tout entier naturel k et pour tout réel = de [0, 1], déduire de la question précédente que

Sk+1(x) = xsg() + Sp41 ().

. Montrer par récurrence que pour tout k € N et tout x € [0, 1],

zk

sk(x) = m

Partie II : étude d’une expérience aléatoire.
On considére une urne contenant une boule noire et quatre boules blanches. On effectue ’expérience
aléatoire suivante :

e On commence par tirer des boules de 'urne une & une avec remise jusqu’a obtenir la boule noire

10.

(que l'on remet aussi dans l'urne). On définit la variable N égale au nombre de tirages avec remise
nécessaires pour obtenir la boule noire.

Puis, si N prend une valeur entiére positive ou nulle notée n, on réalise une seconde série de n tirages
dans 'urne, toujours avec remise.

On définit la variable aléatoire X égale au nombre de fois ot la boule noire a été obtenue dans cette
seconde série de tirages.

. Déterminer la loi de la variable aléatoire IN. Donner son espérance.
. Soit n € N*. Justifier que P|y_,)(X =0) = (%)n

. En déduire, en utilisant un systéme complet d’événements associé & la variable N, vérifier que P(X =

0)=3-

. Soit k € N et n € N*. Déterminer la probabilité conditionnelle Pjy_, (X = k).

On distinguera les cas k <n et k > n.

. En déduire en utilisant également 1’étude préliminaire que pour tout k € N*,

P(X:k):% <3)k

Montrer que X admet un espérance E(X) et la calculer.



